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Teil | = Grundlagen

0 Laplace-Wahrscheinlichkeit
Bei einem Laplace-Experiment sind alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich. Die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ergibt sich dann als:

|A| _ Anzahl glinstige Ergebnisse

P(A) = — =
) [2]  Anzahl mogliche Ergebnisse

i Merke: Ein Laplace-Experiment liegt vor, wenn alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind (z. B. fairer Wirfel,
faire Minze).

1 Baumdiagramm
Das Baumdiagramm ist ein grafisches Hilfsmittel zur Darstellung mehrstufiger Zufallsexperimente. An
den Verzweigungen werden die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ergebnisse notiert.

1.1 Pfadmultiplikation
Die Wahrscheinlichkeit eines zusammengesetzten Ereignisses entlang eines Pfades ergibt sich durch
Multiplikation der Einzelwahrscheinlichkeiten:

P(AnB) = P(A) - P(B|A)
Die Wahrscheinlichkeiten entlang eines Pfades werden miteinander multipliziert.

1.2 Pfadaddition
Besteht ein Ereignis aus mehreren Pfaden, werden deren Wahrscheinlichkeiten addiert:

P(E) = P(Pfad,) + P(Pfad,) + - + P(Pfad,)
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Baumdiagramm - zweistufiges Zufallsexperiment

AnB MA- I BA)

AND KA - ABA)

AnB KA - BA)

AN B A - B A)

Abb. 1: Baumdiagramm — zweistufiges Zufallsexperiment

1.3 Mit / ohne Zuriicklegen
Bei Zufallsexperimenten unterscheidet man, ob gezogene Elemente zuriickgelegt werden oder nicht:

Mit Zuriicklegen: P bleibt in jeder Stufe gleich
Ohne Zuriicklegen: P dndert sich (Grundgesamtheit verkleinert sich)
Beispiel: Ohne Zuriicklegen: P(2.Kugel rot) = ;;_i
1.4 Kombinatorik (mit/ohne Beachtung der Reihenfolge)
Die Anzahl moglicher Ergebnisse hangt davon ab, ob die Reihenfolge eine Rolle spielt:
Mit Zuriicklegen Ohne Zuriicklegen
Reihenfolge wichtig nk n!
(Variationen) (n — k)!
Reihenfolge egal n+ k-1 ny n!
(Kombinationen) ( k ) (k) k- (n = k)

n = Anzahl der Elemente, k = Anzahl der Ziehungen.
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i i
Sonderfall Permutation (k = n): Werden alle n Elemente angeordnet, ergibt sich o f'n)' = % = n!

Sonderfall Permutation mit Wiederholung: Werden n Objekte angeordnet, von denen jeweils kq, k5, ..., ki,

identisch sind, gibt es -Anordnungen (mitk; + k, + ... + kp = n).
m!

n
Kyl -kl .-k

1.5 Gegenereignis
Das Gegenereignis umfasst alle Ergebnisse, die nicht zu A gehoren:

P(A) =1 - P(4)

v Tipp: Besonders niitzlich bei mindestens-einmal-Aufgaben: P(mindestens 1) = 1 - P(keinmal)

2 Erwartungswert und Standardabweichung
Erwartungswert und Standardabweichung sind zentrale KenngrofRen einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

2.1 Erwartungswert
Der Erwartungswert gibt den durchschnittlich zu erwartenden Wert eines Zufallsexperiments an:

p=EX) = ) xi - PX = %)

i

2.2 Varianz
Die Varianz misst die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert:

Var(X) = o2 = Z(xi - w? - PX = x)

4

2.3 Standardabweichung
Die Standardabweichung ist die Wurzel der Varianz und gibt die Streuung in der Originaleinheit an:

o = /Var(X)
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Teil Il - Bedingte Wahrscheinlichkeit

3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit gibt an, wie wahrscheinlich ein Ereignis A ist, wenn bekannt ist, dass
Ereignis B bereits eingetreten ist:

P(A n B)

P(A|B) = )

3.1 Satz von Bayes
Der Satz von Bayes ermoglicht es, bedingte Wahrscheinlichkeiten umzukehren:

P(B|4) - P(4)
P(B)

P(A|B) =

3.2 Totale Wahrscheinlichkeit
Die totale Wahrscheinlichkeit berechnet P(B) lber alle moglichen Bedingungen:

P(B) = P(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(A)

i Merke: Die totale Wahrscheinlichkeit wird haufig als Zwischenschritt beim Satz von Bayes benétigt, um den
Nenner P(B) zu berechnen.

4 Unabhangigkeit
Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch unabhangig, wenn das Eintreten des einen Ereignisses keinen
Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit des anderen hat:

P(An B) = P(A) - P(B)

Gleichbedeutend: P(A| B) = P(A) und P(B|A) = P(B)

5 Vierfeldertafel

Die Vierfeldertafel stellt die gemeinsame Verteilung zweier Ereignisse Ubersichtlich dar:

B nicht B Summe
A P(ANB) P(ANB) P(A)
nicht A P(ANB) P(ANB) P(A)
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Summe | P(B) | P(B) 1

P(AnB) P(AnB) P(A)

P(ANB) P(ANB) P(A)
P(B) P(B) P(A)
P(B) P(B) 1

Abb. 2: Vierfeldertafel — schematische Darstellung

Teil lll - Binomialverteilung

6 Bernoulliexperiment und Binomialverteilung

Ein Bernoulliexperiment ist ein Zufallsexperiment mit genau zwei moglichen Ergebnissen: Treffer (Erfolg)

mit Wahrscheinlichkeit p und Niete (Misserfolg) mit Wahrscheinlichkeit q =1 - p.

6.1 Bernoulliformel (Binomialverteilung)
Die Wahrscheinlichkeit, bei n unabhdngigen Versuchen genau k Treffer zu erzielen:

P =1 = () k(- pnk

mit dem Binomialkoeffizienten:

n n!
(k) Tkl (n— k)
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Binomialverteilung B(n=20, p=0.4)
|

01751 il il o
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0.050 1

0.0254

0.000
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Anzah! Treffer k

Abb. 3: Binomialverteilung B(20; 0,4) mit Erwartungswert und Standardabweichung

6.2 Kumulierte Binomialverteilung
Die kumulierte Binomialverteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, hdchstens k Treffer zu erzielen:

k
n . .
— . . _ n-—
P <= (1) p-a-pr
i=0
Wichtige Umrechnungen:
P(X 2 k) 1-P(X<k-1)
P(X > k) 1-P(X<k)
P(X < k) P(X<k-1)
P(a<X<bh) P(X<b)-P(X<a-1)
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Kumulierte Binomialverteilung F(k)
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Abb. 4: Kumulierte Binomialverteilung F(k)

6.3 Erwartungswert und Standardabweichung der Binomialverteilung
Erwartungswert: © = E(X) = n - p

Varianz: 62 = Var(X) =n-p - (1 — p)

Standardabweichung: ¢ = \/n -p-(1-p

v Tipp: Der Erwartungswert p = n-p gibt an, mit wie vielen Treffern man im Durchschnitt rechnen kann. Die
Standardabweichung o beschreibt die typische Abweichung vom Erwartungswert.

Teil IV — Normalverteilung

7 Normalverteilung

Die Normalverteilung (GauR-Verteilung) ist die wichtigste stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie wird
durch Erwartungswert yu und Standardabweichung o vollstandig beschrieben.

7.1 GauBsche Glockenkurve
Die Dichtefunktion der Normalverteilung lautet:
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(x) = — . ¢ 207

! o - V2w

7.2 Standardnormalverteilung

Die Standardnormalverteilung hat = 0 und o = 1. Jede Normalverteilung kann durch z-Transformation
standardisiert werden:

. X
z-Transformation: z = ——

Dichtefunktion: ¢(z) = \/% -e 2z

Verteilungsfunktion: ®(z) = P(Z < z) (aus Tabelle ablesbar)

X~ N(p=50, o=b) £ ~NI0, Y

Abb. 5: z-Transformation —von X ~ N(u, o) zu Z ~ N(0, 1)

7.3 Wahrscheinlichkeiten berechnen

Mit der Verteilungsfunktion @ der Standardnormalverteilung:

P(Xsb)=cp(b;“)

PX2a)=1-af

P(asxsb)=cp(b_”)—qb(a_“)

7.4 Sigma-Regeln
Fiir normalverteilte ZufallsgroRen gilt ndherungsweise:

Intervall Wahrscheinlichkeit
p-1o £ X < u+1lo =~ 68,3 %
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p-20 < X £ u+20 = 95,4 %
p-30 < X < u+30 =99,7 %
GauBsche Glockenkurve - Sigma-Regeln
0.4
0.3
0.2
0.1-
0.0 - : - : — -
R k.
95.4 %

Abb. 6: Gaufssche Glockenkurve mit Sigma-Regeln

7.5 Normalapproximation der Binomialverteilung
Flr groRe n kann die Binomialverteilung durch die Normalverteilung angenédhert werden (Faustregel: o >
3):

X~B(m,p) ~ Nwu=n-p, o*=n-p-({1-p)

Mit Stetigkeitskorrektur:

k+ 05—
P(X < k) = qb(%)

10
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rscheinlichkelt
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Normalapproximation der Binomialverteilung
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Abb. 7: Normalapproximation der Binomialverteilung

i Merke: Die Stetigkeitskorrektur (+ 0,5) verbessert die Approximation, da die diskrete Binomialverteilung durch

eine stetige Normalverteilung angenahert wird.

Teil V — Hypothesentest

8 Hypothesentest (Signifikanztest)
Ein Hypothesentest Uberpriift anhand einer Stichprobe, ob eine Vermutung (Hypothese) tiber einen
unbekannten Parameter der Grundgesamtheit beibehalten oder verworfen wird.

8.1 Grundbegriffe

Nullhypothese Ho

Po)

Die Annahme, die Uberprift wird (z. B. p = po oder p 2

Alternativhypothese H,

Po)

Das Gegenteil der Nullhypothese (z. B. p # po oder p <

Signifikanzniveau a

Maximale Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art
(ublich: a = 0,05 oder a = 0,01)

Fehler 1. Art Ho wird verworfen, obwohl Ho wahr ist
(Wahrscheinlichkeit < a)
Fehler 2. Art Ho wird beibehalten, obwohl H; wahr ist

Ablehnungsbereich

Wertebereich, bei dem Ho verworfen wird

11
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8.2 Vorgehen beim Hypothesentest
1. Hypothesen aufstellen (Ho und H; formulieren)

2. Signifikanzniveau a festlegen
3. TestgroRe und Verteilung bestimmen (meist Binomialverteilung)
4. Ablehnungsbereich bestimmen

5. Stichprobe durchfiihren und Entscheidung treffen

8.3 Linksseitiger Test
Hypothesen: Hy:p = po gegen Hi:p < py

Ablehnungsbereich: A = {0,1,..,k} mit P(X < k) < «a

8.4 Rechtsseitiger Test
Hypothesen: Hy:p < po gegen Hi:p > pg

Ablehnungsbereich: A = {k,..,n} mit P(X = k) < «a

Test vermutet man, dass p groRer ist.

i Merke: Bei einem linksseitigen Test vermutet man, dass p kleiner ist als behauptet. Bei einem rechtsseitigen

12
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Formeliibersicht
Wichtige Formeln auf einen Blick

Laplace:

P(4) = 1A]
12]

Pfadmultiplikation:

P(A N B) = P(A) - P(B|A)

Gegenereignis:

P(A) =1- P

Erwartungswert:

4= E(X) = in CP(X = x)

i

Varianz:

Var(X) = o2 = Z(xi - w? - PX = x;)

Bedingte W.keit: P(A N B)

AP = ~hgy
Satz von Bayes: P(B |A) ' P(A)
Unabhingigkeit: P(A n B) = P(4) - P(B)
Bernoulliformel: P(X = ) pk - (1 — p)n-k
K (Binomial): n-p
¢ (Binomial): \/ R (1 _ p)
z-Transformation: g = K

a

13


https://tutor.kkessler.de/

