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Analysis
Differenzialrechnung

Ableitungen, Kurvendiskussion und Anwendungen

1 Ableitungsregeln

Die Ableitung f'(x) einer Funktion f(x) gibt die Steigung des Graphen an jeder Stelle x an. Sie
ist das zentrale Werkzeug der Differenzialrechnung.

1.1 Potenzregel

Regel: fx)=x" = fx)=n-x""1

Beispiele:
fx)=x> = f(x)=3x%%
fx)=x* = f(x)=5x*
fx)=Vx=x% = f(x)=% x%

1.2 Faktorregel
| Regel: ‘ [c-fx)] =c-f(x)

1.3 Summenregel

| Reger | [f) +GOT = F(x) + ')

1.4 Produktregel

‘ Regel: ‘ [u) - v(®)] =u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)

1.5 Kettenregel
‘ Regel: \ [f(gC))]" =f'(8(x)) - 8'(¥)
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Beispiel mit Kettenregel:
fx)=e** = f(x)=2-e*
f(x) =sin(3x) = f'(x) =3 - cos(3x)

1.6 Wichtige Standardableitungen

f(x) f'(x)

Xn n- Xn—l

e* e*

a* a*-In(a)
In(x) 1/x
sin(x) cos(x)
cos(x) -sin(x)

Funktion f(x) Ableltungsfunktion f'(x)

— e’ =3k +1 — (X} 37 -1

L

Abb. 1: Funktion f(x) = x®— 3x + 1 und ihre Ableitung f(x) = 3x*— 3
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2 Tangente und Normale

Die Tangente an den Graphen von f im Punkt P(x, | f(Xo)) ist die Gerade, die den Graphen in
P berthrt. Die Normale steht senkrecht auf der Tangente.

| Tangentengleichung: ‘ t(x) = f'(Xo) * (X - Xo) + f(X0)

| Normalengleichung: ‘ n(x) = -1/f'(x0) - (x - Xo) + f(X0)

Die Steigung der Tangente ist m, = f/(x,). Die Steigung der Normalen ist m,, = —1/f'(x,).
Tangente und Normale stehen senkrecht aufeinander: m, - m, = —1.

Tangente und Normale an f(x)

e P(0.5]2

- == Tangente (m = 2)
=+ Normale (m = -0.5)

-2 - i ¥ | i
-1 0 1 2 3 4

Abb. 2: Tangente und Normale an f(x) im Punkt P

3 Monotonie
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Das Monotonieverhalten einer Funktion beschreibt, in welchen Intervallen der Graph steigt
oder fallt.

| Monoton steigend: ‘ f'(x) >0 = fsteigt

| Monoton fallend: ‘ f'(x) <0 = ffallt

Vorgehensweise:

* Ableitung f'(x) bestimmen.
* Nullstellen von f'(x) berechnen.
* Vorzeichen von f'(x) in den Intervallen zwischen den Nullstellen prifen.

Monotonieverhalten

/
5- steigend | | steigend |
[ f'(x) > 0| | f(x) > 0 |
4 - /
3-
2
1 [ fallend |
|F(x) < O\
0

Abb. 3: Monotonieverhalten — steigend (griin) und fallend (rot)
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4 Krimmung

Die zweite Ableitung f"(x) gibt Auskunft Gber das Krimmungsverhalten des Graphen.

| Linkskriimmung (konvex): ‘ f'(x) > 0 = Graph ist nach oben geoffnet
| Rechtskriimmung (konkav): ‘ f''(x) <0 = Graph ist nach unten geo6ffnet
Linkskrummung (konvex) Rechtskrummung (konkav)
— X =N

Linkskrimmung |
(konvex)
(x} >0

[Rechtskrimmung |
(konkav) ‘
Mix) <0 |

— R =—x?

1 > 1

Abb. 4: Linkskriimmung (konvex, f" > 0) und Rechtskriimmung (konkav, ' < 0)

5 Hoch- und Tiefpunkte

Extrempunkte (Hoch- und Tiefpunkte) sind Stellen, an denen die Funktion lokale Maxima
oder Minima annimmt.

5.1 Notwendige Bedingung

Notwendig: ‘ f'(x0) =0

5.2 Hinreichende Bedingung (VZW-Kriterium)

* Hochpunkt: f'(x) wechselt von + nach — (oder: f(x,) < 0)
+ Tiefpunkt: f(x) wechselt von — nach + (oder: f"(xo) > 0)

Beispiel: f(x) = x® — 3x
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f(x)=3x*-3=0 = x,=-1, x,=1
f'(x) = 6%
f'(-1)=-6 <0 = Hochpunkt H(-1 | 2)
f'(1)=6>0 = TiefpunktT(1]-2)
Hoch- und Tiefpunkte (f'(x) = 0)
6 - '
— f{x)
5 - Hoch7unkt H
i J
3 -
2 -
1 -
Tiefpunkt T
0
-1~ i

Abb. 5: Hochpunkt H und Tiefpunkt T mit waagerechten Tangenten
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6 Wendepunkte

Ein Wendepunkt ist eine Stelle, an der der Graph sein Krimmungsverhalten andert (von
Links- zu Rechtskrimmung oder umgekehrt).

| Notwendige Bedingung: ‘ f''(x0) =0

| Hinreichende Bedingung: ‘ f'""(x0) # 0 (oder VZW von ")

Am Wendepunkt hat der Graph die starkste Steigung (oder starkstes Gefalle). Die Tangente
im Wendepunkt heilt Wendetangente.

Wendepunkte (f''(x) = 0)

5=
— %)
d
Wendepunkt|W: Wepdepunkt W:
3 -
2
1 -
0
=3~ (' (x) =0
Krammungswechsel |
—? - \ ] | | '
-1 0 1 2 3 4

Abb. 6: Wendepunkte W; und W, — Kriimmungswechsel

7 Sattelpunkte (Terrassenpunkte)

Ein Sattelpunkt ist ein spezieller Wendepunkt, bei dem zusatzlich die erste Ableitung null ist.
Es liegt also kein Extremum vor, obwohl f'(x,) = 0.
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Bedingungen: f'(x0) =0 und f'(x0) =0 und f"'(x0) #0

Beispiel: f(x) = x* hat bei x = 0 einen Sattelpunkt: f(0) = 0, f/(0) = 0, f(0) = 6 # 0.

Sattelpunkt (Terrassenpunkt)

W

Sattelpunk
Lo = 33

fix) = x (0)=0, f'(§)=0
> kein Extrejnum!

2.0

wn-

-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 Li

Abb. 7: Sattelpunkt bei f(x) = x* — waagerechte Tangente, aber kein Extremum
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8 Graphisches Ableiten

Beim graphischen Ableiten wird der Graph der Ableitungsfunktion aus dem Graphen der
Originalfunktion gewonnen, ohne zu rechnen. Dabei gelten folgende Zusammenhange:

Graph von f Graph von f'
f steigt f'(x) > 0 (oberhalb der x-Achse)
f fallt f(x) < 0 (unterhalb der x-Achse)
f hat Hochpunkt f' hat Nullstelle mit VZW + — —
f hat Tiefpunkt f' hat Nullstelle mit VZW — — +
f hat Wendepunkt f' hat Extremum
f hat Sattelpunkt f' berGhrt die x-Achse

fix)

f'(x) - Nullstellen = Extrema von f

,l B ™
_ eI

f''(x) - Nulistellen = Wendepunkte von f
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Abb. 8: Graphisches Ableiten — f(x), f(x) und f"(x) im Vergleich
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9 Steckbriefaufgaben

Bei Steckbriefaufgaben wird eine Funktion aus gegebenen Eigenschaften (Bedingungen)
rekonstruiert. Man stellt ein Gleichungssystem auf und I6st es.

Beispiel: "Eine Funktion 4. Grades hat den Hochpunkt H(3|4), den Tiefpunkt ..." — Wie lautet
ihr Funktionsterm?

Vorgehensweise:
* Allgemeinen Ansatz aufstellen: f(x) = ax*+ bx*+cx*+ dx + e
* Bedingungen in Gleichungen Ubersetzen:
* Punkt P(Xo|yo): f(xo) = Yo
* Extremstelle bei xq: f'(Xo) =0
*  Wendestelle bei x,: f'(Xy) =0
+ Steigung m bei Xo: f'(Xo) =m
* Gleichungssystem I6sen (z.B. mit GTR oder Additionsverfahren).

i Tipp:
Die Anzahl der Bedingungen muss gleich der Anzahl der Unbekannten sein. Eine Funktion
n-ten Grades hat (n+1) Koeffizienten und benétigt daher (n+1) Bedingungen.

10 Extremwertaufgaben

Bei Extremwertaufgaben soll eine Grofde (z.B. Flache, Volumen, Kosten) maximiert oder
minimiert werden, oft unter einer Nebenbedingung.

Vorgehensweise in 5 Schritten:

» Schritt 1: Zielfunktion aufstellen (was soll maximiert/minimiert werden?).

+ Schritt 2: Nebenbedingung identifizieren (welche Einschréankung gibt es?).

» Schritt 3: Nebenbedingung in Zielfunktion einsetzen — Funktion einer Variablen.
» Schritt 4: Ableitung bilden, gleich null setzen, Extremstelle bestimmen.

» Schritt 5: Art des Extremums prifen (Hochpunkt oder Tiefpunkt?).

Beispiel: Rechteck mit maximalem Flacheninhalt bei gegebenem Umfang U.
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Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Einsetzen:

Ableitung und Nullsetzen:

AX)=U0/2-2x=0
x=U/4
A"(x)=-2<0 = Maximum!

i Ergebnis:

AX)=x-y
2x+2y=U = y=U/2-x

AX)=x-(U/2-x)=Ux/2-x*

Das Quadrat (x = y = U/4) hat bei gegebenem Umfang den gré3ten Flacheninhalt.

Problemskizze

Zielfunktion A{x)

— ALK) =N )

Maximum
x=0/q
-

-
-~

Abb. 9: Extremwertaufgabe — Problemskizze und Zielfunktion
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11 Wachstum und Zerfall

Exponentielles Wachstum und exponentieller Zerfall werden durch Funktionen der Form N(t)
= N, - ekt beschrieben, wobei k die Wachstums- bzw. Zerfallskonstante ist.

| Wachstum (k > 0): ‘ N(t) =Ng - e mitk>0

| Zerfall (k < 0): ‘ N(t) =Ng-e™ mitk>0

11.1 Verdopplungszeit und Halbwertszeit

| Verdopplungszeit: ‘ t,=1In(2) / k
| Halbwertszeit: ‘ t¥2=1In(2) / k

Die Verdopplungs- bzw. Halbwertszeit hangt nur von k ab, nicht vom Anfangswert N,.

11.2 Begrenzte Wachstumsmodelle

Begrenztes Wachstum: N(t) =S-(S-Ng)-e™

S = Schranke (Sattigungswert): Der Wert, dem sich N(t) fur t — « annahert.

Exponentielles Wachstum (k > 0) Exponentieller Zerfall (k < 0)

w— ) = Ny eV, 0

— N - N0, kD

Nit)

t t

Abb. 10: Exponentielles Wachstum (links) und exponentieller Zerfall mit Halbwertszeit (rechts)
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Die Ableitung N'(t) = k - N(t) zeigt: Die Anderungsrate ist proportional zum aktuellen Bestand.
Dies ist die Grundeigenschaft exponentiellen Wachstums/Zerfalls.
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